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Cum se
introduc ele-
mentele cu care
se opereazi si cum
se citeste rezultatul

operatiei in calculatorul
din imagine?

Grupuri

Legi de compozitie

Pasul decisiv care a marcat trecerea de la aritmetica la algebra a fost inlocuirea operatiilor cu numere, prin
peratii cu litere (simboluri) reprezentind numere. Ulterior, o treapta superioard de abstractizare s-a realizat

prin folosirea unor simboluri care reprezentau si alte obiecte matematice: multimi, functii, matrice, polinoame...

Definitia unei legi de compozitie

O operatie algebrica (binara) pe o multime nevidd M combina
componentele oricarui cuplu (x, y) de elemente din M si are ca
rezultat un element tot din M, notat, de exemplu, cu x * y.

Un model pentru actiunea unei

operatii este cutia neagra (black X 1 .
box) cu douad intriri si o singura y )
iesire. La cele doud intréri pot fi

introduse, intr-o ordine precizatd, doua elemente arbitrare x, y € M
si, de fiecare data, la iesire se obtine un element x * y € M, unic
determinat de cuplul (x, y). Se realizeaza astfel o corespondentd
functionald ¢ : M x M — M, prin care la orice pereche ordonata
(x, y) € M x M se asociaza un element unic determinat

o(x, v) € M, notat eventual x * y .

Definitie. Fie M o multime nevidd. O functie
Q:MxM—M,(x,y) = o, y),
se numeste lege de comporzitie (internd) sau operatie algebricd
binard pe multimea M. Elementul ¢(x, y) € M se numeste
compusul lui x cu y prin ¢ (in aceastd ordine!).
M se numeste multimea suport a operatiei @.

Multimea M inzestratd cu operatia ¢ se noteaza (M, ¢).

In locul notatiei functionale incomode @(x, ), de obicei se fo-
loseste fie notatia aditiva x + y, fie notatia multiplicativa x -y sau xy.

In notatia aditivd, elementul x + y se numeste suma lui x cu
v, iar legea de compozitie se numeste adunare. Elementele x, y
se numesc fermenii sumei x + v.

Cum actioneazd o operatie?

1) Pentru @, b € N, notimcu a v b
c.m.m.d.c. al lui @ si b. Pe N* definim
operatia (a, b) = a v b.

a) Calculati 18 v 12, (18 v 12) v 15 si
18 v (12 v 15).
b)Aritaticd l va=1siava=a,Vac N,

2) Fie M = N’". Daci a, b € M, notam
cua A bcmmm.c. al lui a si b. Pe M se
obtine legea de compozitie (interna)
Mx M— M, (a, b) > a n b.

a) Calculati 18 A 12, (18 A 12) A 15,
18 A (12 A 15).

b)Aratatica l na=asiana=a,Vae M.
c¢) Verificati ca

(18 v 12)-(18 A 12) = 18-12.

3) Pentru a, b € Z definim

a+b+|a—b} - _a+b—|a—b‘
2 ’ 2 )

a) Calculati 4¢5; 504; 3*%4; 4%3,

b) Aratati ca a*b=max{a, b} si

asb=minl{a, b}.

¢) Aratati cd ax(boc)=(axb)e(a*c).

axb=

:“



In notatia multiplicativa elementul xy se numeste produsul
lui x cu y, iar legea de compozitie ¢ se numeste inmultire.
Elementele x, y se numesc factorii produsului xy.

Uneori, obligati de traditie sau din necesitatea de a folosi
simultan mai multe legi de compozitie, utilizim notatii ca:
XY, X*Y, XNy, xvy,x Ly, xTy, x®yetc.

Expresia x * y se citeste ,.x compus cu y* (sau ,x stea y*) si
reprezinta rezultatul actiunii operatiei ,, % asupra cuplului (x, y).

EYEmPLE ... de legi de compozitie.

w I) Adunarea si inmultirea numerelor naturale
asociaza fiecarei perechi ordonate de numere naturale
(x, ¥) suma lor x + y, respectiv produsul lor xy.

2) Adunarea si inmultirea matricelor pdtratice de ordin n
asociaza fiecdrei perechi ordonate (4, B) de matrice din A (R)
suma 4 + B € .4 (R), respectiv produsul 4B € . i (R).

3) Compunerea functiilor

Fie A o multime nevida si #(4)= {f | f: 4 —> 4, f functie}.
Daca f, g € 7 (A4), functia fog:A—> A4, g f
definita prin (/' g)(x)= f(g(x)), se numeste QAjA

compusa lui f cu g (in aceasti ordine). fog

Fie M = {a,, a,, ..., a } o multime finiti cu » elemente.,
Actiunea unei legi de compozitie ¢ pe M poate fi descrisd prin
tabla Cayley a operatiei ¢. Cénd n este suficient de mic, tabla
operatiei constituie un instrument eficace de studiu.

Cayley Arthur (1821-1895), matematician englez, profesor
la Cambridge, cercetitor in domeniul teoriei matricelor si deter-
minantilor; a introdus calculul simbolic, teoria grupurilor, ecuatii
diferentiale, astronomia sferici ...

Tabla operatiei ¢ (tabla Iui Cayley) pe multimea M este un
tabel cu linii §i coloane corespunzitoare elementelor multimii M.
La intersectia liniei a, cu coloana a din tabla lui Cayley se afla
compusul lui a. cu a, prin operatia ¢.

('P al aZ af an

a

al

: : In notatie multiplicativa avem:

a,‘ .-.......(p(al’aj) . a] “a a} vee a”

: a|aa - aa; - aa,

an
a,_ a,a] e a"_af see qa”
a,laa - aa aa

—\

4)Fie 4= {1, 2, 3, 4, 5}. Notim cu M
multimea tuturor submultimilor lui 4
(inclusiv cea vidi), M= {X | X A},

a) Cate elemente are multimea M?

b) Considerand pe M legile de compozitie
MXM—>M(XY)>XUY si
MXM—->MQX Y)>XNY,
calculati XU Y, XN Y, XN (YU 2)si
XNYU XN Z) stiind ca X = {1, 2},
Y=1{2,3,4}5i Z= {5, 3}.

¢)Aratati ca@ UX=X, ANX=X,V X M.

5) Fie .# = {X | X = A} multimea
submultimilor lui 4= {1, 2, 3, 4, 5}. Daca
X, Y € M, fie XAY =(X\V)UI\ X)
(diferenta simetricd a lui X si Y.
Consideram pe M legea de compozitie
MXM-oS>MX,Y)>XAY
a) Calculati X A Y si X A X, daca
X=1{1,2,3,5}si Y= {2, 3, 4}.

b) Pentru multimile X si Y definite la
punctul a) calculati (XUY)\(XNY).
¢) Demonstrati ca

VXEM GAX=X5iXAX=0.

d) Aratati ca VX, Ye M.

(X\NUF\ X)=(XUY)\(XNY).

6) Construiti tabla legii de compozitie
®:Mx M- M, unde M = {q, b, ¢},
¢((a, @) = a; ¢((a, b)) = b, ¢((a, ) = ¢;
@((b, @) = b; 9((b, b)) = ¢; (b, ¢)) = a;
¢((c, @) = ¢ 9((c, b)) = a; ¢((c, ¢)) = b.

7) Construiti tabla legii de compozitie
©:MxM-—> M, (p(x,y)zlx—y[, unde
M={0, 1,2, 3}.

8) Fie M = {J, X, Z, Y} multimea
partilor lui 4 = {1, 2}, unde X = {1},
Y=42},Z= {1, 2}

Completati tablele legilor de
compozitie U™, S si LA (reuniunea,
intersectia §i diferenta simetric3).




e Fiene N* si 4 = {1, 2, .., n}. O functie f: 4 —> A poate fi descrisd in acest caz printr-un tabel cu

{@ - ( 1 2 e o e B ]
douad linii: f = _ :
SO @ . f@ .. Sf)

Evident, f este functie bijectiva dacd si numai dacd in a doua linie apare o singurd data fiecare dintre
numerele 1, 2, ..., n.
Pentru 4 = {1, 2}, multimea #(4) = { ¢ | ¢ : A — A} este formatd din elementele:

R e )

Tabla operatiei de compunere a functiilor din # (4) este prezentata alaturat.

De exemplu, foh=g pentru cd (feoh))=1=g() si (f<h)N2)=1=g(2).
fn tabl3, la intersectia liniei lui f cu coloana lui / apare functia g.

prafitss @ 1.PemultimeaM={0,1,2,3,4}se § @ 4. Fie multimea cu trei elemente M = {a, b, c}.

“Z==  defineste legea de compozitie Cate legi de compozitie se pot defini pe M ?
Q:Mx M- M, o(x, y)=|x—y|.

propsE Alcatuiti tabla operatiei ¢. @ s.Fied={1,2,3} si A = {f|f: 4> 4}.
Stabiliti care sunt elementele multimii

@ 2. Pe N se definesc legile ,,v* si ,,A" prin H={f€ #A)|fbijectiva} si alcatuiti tabla operatiei

av b=cmmd.c.{a, b} sia A b=cmmm.c.{a, b}, de compunere a functiilor.

Y a, b€ N. Fie H= {d € N|d divide 12}.

Alcituiti tablele operatiilor Vs A pe H. [ ] 6. Pe mulgimea M= {0, 1,2, 3, 4} se defineste

legea de compozitie ,*” prinx * y =xy —x -y + 2,

Vx, yE M.
Alcétuiti tabla operatiei ,,*".

@ 3.Fie A:R\{g,——‘g}, FA)={f|f:4>4
B,
S S Sy ), f,x) = x, fr(x)= l—x\/i 3 @ 7.Pemultimea 4 ={tl £i, 0} sedefineste legea

- d itie ,, T~ astfel:
fi(0)= x—3 vreR e compozme- ‘as e | |
1+x3 xT y=xy+ 3ix+ 3iy—9 - 3i, pentru orice x, y € 4.
Alcatuiti tabla operatiei de compunere a functiilor | Alcatuiti tabla operatiei ,, T I

pe H= {1, [, /3}-




Proprietiti ale legilor de compozitie

Notiunea de lege de compozitie, asa cum a fost introdusi in paragraful precedent, prezintd un mare grad
de generalitate. in definitia unei legi de compozitie se ignord atit natura elementelor multimii suport, cat si
modul efectiv in care actioneaza operatia. Singura restrictie care s-a pus a fost ca la orice pereche ordonata
(x, ) de elemente si se asocieze un element si numai unul. Din acest motiv. pe o multime suport se pot
defini foarte multe legi de compozitie, in majoritatea lor neinteresante. Astfel, daca multimea suport are doar
3 elemente, atunci se pot defini 3° = 19 683 legi de compozitie. Din aceasti cauzi, studiul legilor de compozitie
bazat doar pe definitia lor este foarte sdrac in rezultate. S-a dovedit utili ideea de a studia legi de compozitie
cu anumite proprietéti care, in multe cazuri concrete (operatii cu numere, operatii cu matrice etc.), s-au
folosit in efectuarea calculului algebric si in stabilirea unor rezultate remarcabile. importante din punct de

vedere teoretic si practic.

¢ Asociativitate.

Fie M o multime nevida inzestratd cu o lege de comporzitie ,,* .
Pentru a compune trei elemente x, y si z, in aceasta ordine, trebuie
sd mai precizim (prin paranteze) ordinea in care se efectueazi
compunerea: (x*y)*z sau x*(y*z).

Prezenta parantezelor in expresia (x#*y)*z indica
urmatoarea succesiune de calcule: se afld mai intai compusul
lui x cu y si apoi acesta se compune (la dreapta!) cu z.

X —>
y—n
Z

X *y

——>(x * ) * z

LY
Cd

Prezenta parantezelor in expresia x*(y#*z) impune si aflam

mai intdi y*ze M si sa-1 compunem apoi (la stinga!) cu x.
X

y—> y*z ——>x * (y * 2)

z —>

Vom studia in continuare doar legi de compozitie cu
proprietatea ¢ (x*y)*z=x*(y*z),Vx,y,zeM.
In acest sens, introducem urmatoarea notiune:

Definitie. O lege de comporitie ,, * “ se numeste asociativd daca:
(x*y)*z=x*(y*z),Vx,y,zeM.

EXEMPLE I) Adunarea si inmultirea numerelor reale sunt legi

de compozitie asociative, pentru ¢cA V¥V x, y, z € R :
G+ +tz=x++2)si () =x0z2).
2) Adunarea si inmultirea matricelor pitratice cu elemente
reale sunt asociative, pentru cdV 4, B, C € . (A (R):
A+B)+C=A+(B+C), (4B)C = A(BCQ).
3) Compunerea pe multimea .# (4) a functiilor f: 4 — A este
asociativd, pentru ca Vf, g, he 4 (4), (fog)oh= fo(goh).
4) Operatia de scadere pe multimea Z nu este asociativa.
Exemplu, 3-7)-123-(7-1).

Identificarea unor proprietiti ale
legilor de compozitie.

1) Pe R se defineste legea de compozitie
LEeprinx * y=xy-x-y+2,¥x,yeR.

Calculati (x * y) * zsix * (y * z) si
deduceti ci legea de compozitie ,,*“ este
asociativa.

2) Pe C se defineste legea de compozitie
HECPprinu * v=uv+ i(u+v)y—-1-i,
Yuve C.

Calculati (u*v)*w si u*(vkw). Aritati
ca legea de compozitie ,,*“ este asociativa.

3) Pe intervalul M = (0, «) definim
legea de compozitie ,,** prin
x *x y=¢™v ¥ x ye M, unde e este
baza logaritmilor naturali. Aritati ca
legea de compozitie ,,*“ este asociativi.

4) Fie legile de compozitie asociative
1 si ,,L“ definite pe multimile M,
respectiv N. Pe M x N definim legea de
compozitie ,,** prin
(6, 0)*(x, ) S(x Tx', y L 3') . Ariitati ca
legea de compozitie .,x* este asociativa.

5) Pe Z x R definim operatia ,,**“,
() * (X, 3 E(x+x, ).

Ardtati ca ,,** este asociativa.

6) Pe .#(R) definim operatia ,,*“ prin
A*B= AB—BA, YA, Be M,(R)-

a) Aratati cd ., =" nu este asociativi.
b)Aratatici 4 * 4 = 0, si

(A*B)y*C+ (BxC)xA + (CxA)*B = 02,
V 4, B, C€ #(R).




¢ Comutativitate.

Asa cum s-a observat, proprietatea de asociativitate simplifica
calculul algebric. Un plus de suplete este oferit de operatii care
au proprietatea ¢ rezultatul compunerii oricaror doud elemente
nu depinde de ordinea in care sunt considerate.

Definitie. O lege de compozitie M x M > M, (x, y)> x*y
se numeste comutativd daci x*y=y*x,Vx,yeM.

e¥émMPiy Adunarea si inmultirea numerelor reale (sau complexe)
@ sunt legi de compozitie comutative:
Vx,ye Rx+y=y+x; Vx,yeC,x+ty=y+ux
Vx,ye R x-y=yx; Vx,yeCx-y=y-x
Daca o operatie este comutativa, o] malthon] Xnnont Yoo
atunci tabla operatiei este simetrica :
in raport cu diagonala principala; E
adici elementul xy de la intersectia A “xy

liniei lui x cu coloana lui y trebuie sa : ‘
fie egal cu elementul yx de la Do J: 1
intersectia liniei lui y cu coloana lui '
x, oricare ar fi x, y € M.

Numeroase legi de compozitie se introduc cu ajutorul altora
deja cunoscute. Aceste operatii pot prelua unele proprietati de
la cele de plecare prin ,mecanismul® dat chiar de definitia lor.
Astfel, comutativitatea adunarii matricelor din .#,(R) este o con-
secintd a proprietdtii de comutativitate a adundrii numerelor reale.

% b, b
Intr-adevar, daca 4, B € . (R), A:[a“ a‘z} B=[ H '2},

a4, ay b, by
atunci A+ B = a, ap " b, b, _[ 9 +b, a,+b, "
ay Ay bzaf by, a4y, +by ay+by

_ b, +a, b12+al2 _ b, b, a4y |
= = - =B+A4.
b, +a, by+a, b, by ay ap
Sa observam cd inmultirea matricelor din .#,(R) nu este

comutativd, cu toate cd inmultirea numerelor reale este
comutativa. Pentru a sustine aceasta afirmatie, trebuie sd aratim
EXEMPLY

cd avem cel putin un (contra)exemplu.
1 2 56
A= B= ,A-B=12-56=1922
3 4 7 8 3 4)(7 8) \43 50

s o2 SNE 2B Bl e g
[.: . = .
3 7 8)13 4)7\31 46) &

R 5 it . o R

7) Verificati dacd operatia de com-
punere a functiilor de tipul f:{l,2} —{l, 2},
este comutativa. Folositi tabla operatiei.

Indicatie.
Functiile de tipul din enunt sunt

12
» h=
-

TR T

Tabla operatiei este

o
1
Ardtati ca AuAﬁ = Amﬁ, Yo pe R

Aritati cd operatia indusa pe
M={4_ | o€ R} de inmultirea matricelor
este comutativa.

1
8) Fie matricele A4, =(0 J aeR.

9) Pe R se defineste legea de
compozitie ,,** prin
x*ytl:ﬁf.r.y+2ax+by, V¥ x, v € R, unde
a, b sunt parametrii reali.

Aratati ca legea de compozitie ,,** este
comutativa daca si numai daca b = 2a.

10) Pe multimea M este definitd o lege
de compozitie asociativd si comutativa.

Aratati ci oricare ar fi X, X, X, € M
si oricare ar fi functia bijectiva

c:{l,2,3—>1{l,2,3} avem
XomXei2)Faz) = X 1%24; -

11) Fie legile de compozitie

comutative ,,T“ si ,,L* definite pe
multimile M, respectiv N. Pe M x N
definim legea de compozitie ,,** prin
(5, M@, PN EETH, y 1Y),

Aratati ca legea de compozitie ,,*
este comutativa.

e

12) Pe Z x R definim legea de compo-
zitie ,,*“ prin (x, y)*(x/, y’)d;f(xx', y+y).

Aridtati ca legea de compozitie ,,**
este comutativa.

B ]



¢ Element neutru. Elemente simetrizabile.

EXEMPLY

Numarul 0 are proprietatea 0 + x=x+0=x, ¥V x € R.
w Numdrul I are proprietatea 1 - x =x- 1 =x. ¥ x& R.

. , 0 0) . 1 0
In . #(R), matricele O, =[0 0} &L :(0 1] au proprietatile:

00 " 0 O+a,
02+,4=[0 0J+(a” “h]:( il J”a‘-]:,af:,zwo2 si

' O O+a, O0+a,
1 0 a, .
1,4 =( J(“ '-J:A:Au, VA =[”“ “"-Je- W(R).
0 1)a, a,, ay, dy )

Asadar, pentru operatiile prezentate mai sus, am reusit sa
precizam cate un element in multimea suport a operatiei care are
efect nul la compunere cu oricare element din multimea suport.

Definitie. Un element e € M se numeste element neutru
pentru legea de compozitie ,,**, daci Vxe M exx=x*e=x.

Teoremi. Dacé o lege de compozitie admite element neutru,
atunci acesta este unic.

Demonstratie.

Fie e si ¢’ doua elemente neutre pentru o lege de compozitie
MxM—>M, (x,y)>x*y. Avem exe' =¢' pentru ci e este
element neutru. De asemenea, e*¢' =¢ pentru ca si e’ este
element neutru. Rezulti ci e=¢'. w

Daca o operatie pe M este notata aditiv si admite element
neutru, acesta se numeste elementul zero si se noteazi de regula
cul. AvemO0+x=x+0=x,Vxe M

Céand operatia se noteaza multiplicativ, elementul neutru,
dacd existd, se noteazia de reguld cu | si se numeste elementul
unitate. Vomavea | -x=x-1=x,Vxe M

In unele situatii se folosesc notatii specifice pentru elementul
neutru: /, pentru inmultirea matricelor patratice de ordin »,
1, pentru operatia de compunere a functiilor f:14— A etc.

EXEMPLE ') Fie A4 o multime nevida. Functia identici a lui A,
1,:4— 4, 1 (x) = x este elementul neutru al operatiei
de compunere pe multimea # (4) = { f | fid - A}
pentru ca 1,0 f'=fol =f,V fe#(A4).

1 0
2) Matricea 1, =[0 J este elementul neutru al operatiei de

inmultire a matricelor din. #(R) pentru ca LA=AL=4,Y A€ . 4(R).

1) Operatia indusd de inmultirea numerelor intregi pe
submultimea 2Z = {29 | ¢ € Z} nu admite element neutru.

10

—\

13) Fie urmétoarele legi de compozitie:

mn pgq ola Byde
aleadpy
PlaBysde
Y|dyaeh
o1P deyu
ElyePaid

Pentru fiecare lege de compozitie specificati
care este elementul neutru.

14) Precizati dacd urmatoarele legi de
compozitie sunt bine definite pe multimile
indicate si, in acest caz, determinati
elementul neutru (daci exista):

Xy

a) x*y:m pe (0, 1);

b) x *'-y=xy—4x74y+20pe(4‘ o0);

4xy+3 3

kp=— —o0, —= |:
LRt by e ( 4 2)’
d)x * y=x% pe R.

Indicatie.
a) Ardtam ca operatia este bine definita:
Fiex, y€ (0, 1).
Xy Xy

2xy*x-—y+1=2 1 r—-1)+1.
N8 T2

e et

z 2

L Y |
22 2

: 1 1) 1
si Z[X—EJ('V_EJ+E>O'
Ca urmare, x*y CNNOR]. | S 0.
2xy—x—y+1

In plus, x*y= <1 pentru

2xy—x—y+1

cixy—x-y+1>0.
Determinarea elementului neutru:

Vxe(0,1), avem:

xe

x*e:x -_— =
* 2xe—x—e+1

2e — 1 =x(2e - 1). Rezulta e=%e(0, 1).

Analog, dacd Vxe(0,1), e * x = x,

atunci obtinem e =% .

R



